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Аннотация 
В работе /I/ найдена форма свободной поверхности вязкой несжимаемой жидкости при ее ста­
ционарном движении в кольцевом канале с горизонтальным дном. В данной статье продолжается изуче­
ние этой задачи в уточненном варианте и получаются результаты, необходимые для исследования не­
стационарного процесса размыва осажденной в канале фракции среды. 
Введение 
Допустим, что до момента времени t = О вязкая 
несжимаемая среда находилась в покое в замкнутом 
открытом канале и ее свободная поверхность была 
горизонтальна. В момент / = 0 в некоторое сечение 
канала под свободную поверхность был помещен на­
сос, создающий направленное движение среды. В ре­
зультате работы насоса вся среда в канале приходит в 
движение и через некоторый промежуток времени те­
чение становится стационарным с некоторой свобод­
ной поверхностью, отличной от горизонтальной. Тре­
буется найти поле скоростей установившегося движе­
ния среды и уравнение ее свободной поверхности. 
Основная часть 
Предположим, что кривизна оси канала и скоро­
сти движения среды в нем малы, другими словами, 
предполагается, что движение происходит в прямо­
линейном канале и является плоским. Ось Ох напра­
вим по оси канала, ось Оу - по вертикали вверх. 
Профиль дна канала у = у/{х), хс [0; С], (С — 
длина канала) считается заданным, уравнение сво­
бодной поверхности y = f(x), хе [0; £] - неиз­
вестно. Поскольку канал замкнут, то все характери­
стики течения при х — 0 и х — ( должны совпадать. 
Движение среды в области 0<х<( , Ц/(х)< у< f (х) 
описывается уравнениями Навье-Стокса [2] 
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и граничными условиями: 
при.у = у/Ы: £„=0 , 3Т = кРт. 
приу=/Ы: 5 „ = 0 . />,„=(), Рш=-р„. 
(2) 
Здесь и и i9 — горизонтальная и вертикальная со­
ставляющие скорости среды; & т ^ п ~ касательная и 
нормальная проекции скорости; i'm, Рпп - касательное 
и нормальное напряжения; ра - внешнее давление; А- -
коэффициент проскальзывания среды по дну; g - уско­
рение свободного падения; р и v - плотность и кинема­
тический коэффициент вязкости среды. 
Перейдем к безразмерным переменным по фор­
мулам: 
х = f х, у = Ну. и - Си. 9 = еСЗ, р - рп = рС'р, 
h ,— Ch к 
<v = hip. f = hf, E = - . С = JT'A. R = — , к = . 
С v v C„R 
Здесь у = h — уравнение свободной поверхности 
среды при отсутствии движения. 
Уравнения (I) и условия (2) в безразмерных ве­
личинах запишутся так: 
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Для простоты записи черточки здесь опущены, 
штрих означает производную по х. Заметим, что в 
практически интересных случаях е « J. 
Функцию и (х, у ) будем искать в виде 
и (х.у) = С0 (х)+С, (х)у+С\ (х) у1. 
Тогда из уравнения неразрывности (5) следует, что 
( 
3(х,у) = -\ciy+c/~ +q у~ Щ (x)j = -\^U(x,y) Щ (х) 
у 
U(x\yj = j v(x.y) dy. 
о 
Функции С Ах). /=0,3 найдем из условий 
(8) 
У 
v *;i( vi :ui//'-3 = 0, и = — — 
у=Дх) : « /"- ,9=0, =0. (9) 
Вторые условия в (8) и (9) являются приближен­
ными и отличаются от соответствующих точных ус­
ловий (6) и (7) на величины второго порядка малости 
по отношению к с. 
Вычисляя разность первых условий (8) и (9), по­
лучим 
f ( < „ ( / - H 4 ( / w ) 4 ( / > v ) ) ^ 
< „ ( / - , . ) 4 ( / 2 v ) . £ i ( / J V ) . e - ( Ю ) 
Гл­
отку да 
Неизвестная постоянная Q представляет собой, 
очевидно, расход жидкости по оси х в любом сечении 
канала. Решая систему уравнений (10) и последних 
уравнений (8) и (9), получим 
Со =— (4'(i/'-2f) + 2k(f-if)), С, =-=7, С 2 = - ^ , 
2АК V ; " Д 2Д (1 1) 
А = (/-'//)2[^(/-'//) + А-]. 
Функцию С 3 (х) найдем из первого условия (8) 
d <- « '7 Сч 1 (. o V / +_i l / /- + _^l//-' . 
cbr.v, 2 3 
Предположим, что воздействие насоса на среду в 
канале сводится к созданию на отрезке 
х = 0, у/ (О) < А] < у < h2 < f (О) такого течения, что 
"\u{{).y)dy = qx , / f -9(0 .v)^ = 9 j . , ( 1 2^ 
А, А, 
где qx. cfy- заданные величины. Это течение может быть 
получено при помощи насоса с расходом q, ось выбра­
сываемой струи которого составляет с осью х некото­
рый угол а. В этом случае 
qx~qcoaa, qv=qs'ma. 
Из формул (12) следует, что постоянная Q входит в 
выражение функции U(x,y) в виде множителя, т.е. 
ц (.х.>>) = 01! (х.у), тогда из первого условия (12) имеем 
Q- (13) 
Функцию V(x,y) = {3(x,y)dy можно записать в 
виде V(x.y) = vAx,y)f'(x) + V2(x,y) у/'(х). 
Выражения функций V{ и V2 содержат функции 
ДА'), Ц?{х) И не содержат их производных, поэтому из 
второго условия (12) получим 
^+^ ' (0 ) (K 2 (0A ) -F 2 (0 ,A,) ) 
/'(о)= (14) 
Равенства (13) и (14) выражают расход Q и зна­
чение / ' ( О ) через значение самой функции f(0). 
Функцию р (х, у) найдем, интегрируя почленно 
по у уравнение (4) и используя третье условие (7): 
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Для нахождения функции fix) воспользуемся уравнени­
ем (3), проинтегрировав его почленно по у от ц/ д о / 
V 
ди „ди др е д2и^ 
и — + 3— + - 7 





Полученное уравнение является нелинейным 
уравнением четвертого порядка и должно решаться 
при следующих условиях: 
/ ( 0 ) = / ( 1 ) . / ' (0 ) = / ' ( 1 ) . (16) 
так как канал замкнут, а также условии (14), устанав­
ливающем связь между величинами / ' ( О ) и / (0) и 
условии постоянства объема среды в канале 
\f(x)dx = \. (17) 
о 
Аналитическое решение нелинейной задачи (14) -
(17) не представляется возможным; более того, возни­
кают значительные трудности даже при ее численном 
решении. Поэтому упростим задачу, линеаризуя урав­
нение (15) и условие (14). Для этого функцию fix) пред­
ставим в виде f(x)=\+q>(x), где <р{х) - отклонение 
свободной поверхности от ее положения при покое сре­
ды. Из условия (17) следует, что 
\<p(x)dx = 0 (18) 
о 
и, кроме того, \<р\<1 по смыслу задачи. Известную 
функцию ц/(х) также представим в виде у/—А+у/, где 
цг , характеризующую искривление дна, также будем 
считать малой. Удерживая в уравнении (15) и усло­
вии (14) только линейные члены и опуская громозд­
кие выкладки, получим 
7 
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(20) Bl= А 
Значок «тильда» над у/ здесь опущен, а коэффи­
циенты в (19), (20) имеют вид 
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18 " -
2 + 1 ( г Г с « - г < ^ 2 ) + 
Уравнение (19) является обыкновенным диффе­
ренциальным уравнением 4-го порядка с постоянными 
коэффициентами и его решение при условиях (18), 
(20) и <р(о) = <р(1), (з'(0) = (/)'(1) получается в анали­
тической форме при заданной функции ц/(х). Для 
иллюстрации этого решения выполнены необходимые 
расчеты и построены графики функции <р (х) для е = 
0,1 (рис. 1-4). Расчеты проводились для заданного рас­
хода Q, созданного насосом с горизонтально направ­
ленной струей в начальном сечении канала. Расход 
насоса qx, необходимый для создания течения с таким 
расходом Q, можно найти по первой формуле (12). 
Рис. 1. Профиль свободной поверхности 
при /4=0, i//=0, к=0, Q = \0~2, R=5 
Анализ полученных графиков, наиболее типич­
ные из которых приведены выше, позволяет сделать 
следующие выводы: 
1) наличие проскальзывания на дне канала при­
водит к выравниванию профиля свободной поверх­
ности при сохранении его формы (профиль равно­
мерно сжимается по вертикали (рис. 1, 2); 
2) при увеличении числа Рейнольдса (уменьше­
нии вязкости среды) уменьшается максимальное 
отклонение свободной поверхности от ее равно­
весного положения и свободная поверхность при­
обретает форму затухающей волны (рис. 1, 3); 
3) при отклонениях дна канала от горизонталь­
ной плоскости на величину порядка е форма сво­
бодной поверхности среды слабо зависит от этого 
профиля (рис. 1,4). 
2. Профиль свободной поверхности 
при /4=0, у/=0, к=\, £> = 10~ 2 , R=5 
0.006 
Рис. 3. Профиль свободной поверхности 
при /4=0, у/=0, к=0, Q = 10" 2 , R = 20 
Рис. 4. Профиль свободной поверхности 
при /4=0, i//=0,lsin;rx, к=0, Q = 10~2 , R=5 
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